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概 要

低周波音・超低周波音の特徴を捉える方法として、

フーリエ変換が有効である。この計算の特徴を示す。

1 記号と用語

「A := B」は、「Bをもって Aを定義する」の意

味とする。

周期 T とは、一定のタイミングで同じ値が繰り返

される場合の、一回りの時間。

振動数 fとは、同じ繰り返しが続く場合に、一秒間

あたりに繰り返される回数。一秒をこの数で割ると、

繰り返し一回あたりの時間、すなわち周期になる。

T =
1

f
(1)

周波数とは、振動数の別名。

2 フーリエ展開

時刻 tの関数 F (t)が、値が無限大などに発散しな

いで周期 T をもつとき、すなわち、任意の tに対し

て F (t+ T ) = F (t)となるとき、F (t)は、nを整数

として、以下のように振動数 fn := n
T の振動の和と

して表わされる。これを「フーリエ展開」という。

n := 0, 1, 2, 3, ... (2)

cn, sn ∈ 実数 (3)

fn :=
n

T
(4)

F (t) =

∞∑
n=0

cn cos(2πfnt) + sn sin(2πfnt)(5)

各時刻 tに対して F (t)が値を持つように、各振動数

fnに対して、係数 cn,snはそれぞれ値を持つ。これ

を「F (t)は振動数 fnに対して振幅 cn,snを持つ」と

いう。j2 = −1となる代数を用いて、cn − jsn を新

たに複素振幅といい、その大きさ、
√
c2n + s2nを振幅

の絶対値という。本稿では特に断りの無い限り、振

幅の絶対値を単に振幅と呼ぶことにする。振動の物

理的な現象や、振動の生体への影響などは、振動数

fn毎に大きくその性質を変える場合が多いから、各

振動数 fnに対する振幅を求めることが、その振動の

影響を推し量る上で重要な要素となる。

3 係数を求める公式

たとえば、F (t) = sin(2π t
T )だとすると、係数は、

s1 = 1 (6)

sn = 0 (n = 1, 2, 3...) (7)

cn = 0 (n = 0, 1, 2, ...) (8)

である。そうなるように係数を求める公式を設定す

ると、以下のように三角関数との積の時間平均の２

倍として書き下されることがわかる。

c(f) :=
2

T

∫ T
2

−T
2

F (t) cos(2πft)dt (9)

s(f) :=
2

T

∫ T
2

−T
2

F (t) sin(2πft)dt (10)

cn = c(fn) (11)

sn = s(fn) (12)
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4 フーリエ変換

周期性を持たない関数に関しては、発散しないとい

う条件のもと、フーリエ展開の周期に対して T → ∞
の極限として考えることができる。そのとき、振動

数 fn は連続量として捉えることができる。これを

フーリエ変換という。この極限で、1
T → df ,

∑
→

∫
だから、係数 c(f), s(f)は微分の程度の測度を持つ

ことになる。

5 観測との関係

測定している振動現象の主な振動数 f0の値を調べ

たい。測定対象は周期 1
f0
の周期性を持つから、そ

の整数倍の時間の観測を行うなら、フーリエ展開を

適用することができる。しかしながら、f0の値は解

析前には未知であるばかりか、複数の振動数が混在

している場合もあり得る。それなら、観測を無限時

間行ってフーリエ変換を行えば良いのだが、実際に

無限時間測定することは不可能。しかたがないので、

予測値としての f0 を求める方法を考える。

一つの妥協案としては、観測時間を求めたい周期
1
f0
よりも十分に大きく取り、測定値を、その観測時

間 T を周期とする周期関数であるものとして近似

する。

T := 観測時間 (13)

c(f) :=
2

T

∫ T
2

−T
2

F (t) cos(2πft)dt (14)

s(f) :=
2

T

∫ T
2

−T
2

F (t) sin(2πft)dt (15)

これはとくに f = n/T の場合に限ればフーリエ展

開 (9)(10)と同じであるが、そうでない場合は「フー

リエ変換の積分区間を切り詰めた近似式」と解釈さ

れる。

なお、計算の便宜上、積分区間を [ − 1
2T,

1
2T ]と

したが、積分上の時刻の原点をずらしても本質的に

は何も変わらない。
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5.1 純音の場合

実際に振動数 f0の正弦波について、これらの係数

(14,15)を計算してみよう。
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0.5
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y =
sin(πx)

πx

図 1: ベッセル関数

まず、ベッセル関数（図 1）を用いて以下を定義する。

j+ :=
sin (π(f + f0)T )

π(f + f0)T
(16)

j− :=
sin (π(f − f0)T )

π(f − f0)T
(17)

たとえばこれにフーリエ展開に倣ったサンプルとし

て f = n/T（nは整数）を代入すると、

j± = ∓(−1)n
sin(f0Tπ)

(n± f0T )π
(18)

j− = 1 (where n = f0T ) (19)

である。このとき例えば、F (t) = sin(2πf0t) なら、

c(f) = 0 (20)

s(f) = j− − j+ (21)

F (t) = cos(2πf0t) なら、

c(f) = j− + j+ (22)

s(f) = 0 (23)

さらに、F (t) = sin(2πf0t+ψ)なら、三角関数の加

法定理などを用いて、上記の結果より、

c(f)2 + s(f)2 = j2− + j2+ − 2j+j− cos(2ψ) (24)

が、得られる。

すなわち、振幅は（図 2）に示す三角形の辺の長さ

として表わされる。

2ψ

√
c(f)2 + s(f)2|j+|

|j−|

図 2: 振幅の絶対値
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5.2 純音のフーリエ展開

前節において、もしも f0T の値が整数ならば、fT

の値が整数になる f において、f = f0 で j− = 1と

なる以外の値は全て 0になるから、フーリエ展開が

正しく成り立っていることが確認される（図 3）。

図 3: 正弦波 f=0.70Hz 時間 10s 展開

図 4: 正弦波 f=0.72Hz データ時間 10s 波形

図 5: 正弦波 f=0.75Hz データ時間 10s 波形

一方、f0T の値が整数ではない場合には、本来には

無い周期 T を人為的に入れたことになるために（図

4 , 5）、f0 以外の様々な周波数成分が 0ではない値

を持つ必要がある（図 6,7）。この解析の目的は、特

徴的な振動数とその回りの音圧レベルを特定するこ

とだから、振動数の範囲を絞り込めたという意味で

は目的が達成された。しかしながら音圧レベルの評

価には、近い周波数のピークからの干渉があること

に注意を払う必要がある。

図 6: 正弦波 f=0.72Hz データ時間 10s 展開

図 7: 正弦波 f=0.75Hz データ時間 10s 展開

5.3 純音のフーリエ変換

T → ∞の極限において、j+ , j−はディラックの

δ関数を用いて、

j+ → 0 (25)

j− → δ(f − f0) df (26)

となるから、フーリエ変換も正しく成り立っている

ことが確認される。
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5.4 純音の疑似フーリエ変換

観測時間 Tが観測値の周期ではない場合、すなわ

ち、f0T の値が整数ではないと見込まれる場合でも、

j+の値が十分に小さければ、純音の振幅の絶対値は

ほぼ j− の絶対値と一致する。ゆえに、その最大値

を与える振動数として f0の値を近似的に求めること

ができる。

図 8: 正弦波 f=0.75Hz測定時間 10s疑似Fourie変換

ただし、周波数と振幅の絶対値の間のグラフにお

いてメインのピークの幅はおよそ 2/T 程度。その両

側およそ 3/(2T )ほど離れたところにメインのピー

クの大きさの 0.2倍程度の大きさのニセのピークが

現れることに注意する必要がある。

5.5 分解能

大きさが同程度の２つの純音を重ね合わせたとき、

振動数がどの程度離れていれば区別できるのかを考

えてみる。グラフ横軸を振動数のスケールにした場

合の、純音によるピークの幅は、ベッセル関数の形

により、2/T 程度と考えられる。絶対値・位相・振

動数が共に近接する２つの純音が重なり合っていた

場合、振動数が 1.4/T 程度よりも近いピークを区別

することは困難となる。故に振動数の分解能は 2/T

程度と考えられる（図 9,10）。象徴的には以下のよ

うに振動数と測定時刻との不確定性関係として表わ

される。

(振動数分解能)× (測定時間) ≳ 2 (27)
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0.5

1

y =
sin(π x)

π x
+

sin(π(x− 1.3))

π(x− 1.3)

図 9: 振動数が 1.3
T だけ離れた２つの純音
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sin(π x)

π x
+

sin(π(x− 1.4))
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図 10: 振動数が 1.4
T だけ離れた２つの純音

一方、j+はピーク高さを評価する上で誤差と考え

られる。つまり、ピーク高さの精度の一要因として

は、1/(π(f+f0)T )程度。すなわち、振動数の低い超

低周波音領域で、この近似の処方箋の精度が落ちる

ことになる。着目している最低の振動数を fminとす

ると、低周波音領域での精度は、1/(2πfminT )であ

ると評価される。例えば、最低振動数を 0.1Hz、ピー

ク高さの測定精度をおよそ 10%と設定するならば、

少なくとも 16秒以上の測定時間が必要となる。さ

らに、高さの精度を 1%にまで高めるとするならば、

160秒程度の測定時間が必要であることがわかる。
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